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El estudio de los conjuntos numéricos y su formalización dentro de la Aritmética y el Álgebra Elementales, 
constituye uno de los apartados más importantes para la construcción del edificio matemático. No fue hasta el 
s. XVIII cuando se produjo un intento de fundamentación lógico-matemática de todos los conjuntos numéricos 
conocidos por el hombre, con los trabajos de Peano, Cantor, Cauchy, Gauss, Euler, Krönecker y Dedekind y se 
construyó definitivamente la Aritmética Elemental. 
Habitualmente presentamos los diferentes conjuntos de números de forma didáctica. Construimos los 
conjuntos y los dotamos de unas propiedades. Luego planteamos un problema tal que su solución es la 
construcción de un nuevo conjunto que amplíe el anterior, respetando su estructura y sus propiedades, de 
manera que contenga un subconjunto isomorfo al inicial. Empezamos con los números naturales, ampliaremos 
a los números enteros, luego aparece el conjunto de  los racionales, ampliamos este conjunto con los números 
irracionales para formar así los reales, y por último ampliamos a los números complejos. 
Trataremos las sucesivas ampliaciones del concepto de número y los problemas que resuelve cada una. 
Dichas ampliaciones responden a una serie de objetivos: 
a) El conjunto construido como ampliación respetará las operaciones, orden y estructura algebraica del 
anterior, salvo en el caso de los números complejos, ya que no está totalmente ordenado. 
b) La extensión contendrá un subconjunto isomorfo al conjunto inicial, mediante los isomorfismos de 
inclusión. 
c) En la ampliación resolveremos problemas que no se resuelven en el conjunto anterior, permitiendo así 
nuevas operaciones. 
LOS NÚMEROS NATURALES 
El número natural surge por la necesidad humana de contar. Hemos visto que aparece en diversas culturas 
y que prevaleció la hindú al ser la más sencilla. Pero este proceso duró varios siglos y tardó varios más en 
introducirse en Europa.  
Fue el matemático italiano Leonardo de Pisa, conocido como Fibonacci quien realiza varios viajes al norte 
de África y a Oriente Próximo y se inicia en el arte de cálculo de origen hindú. En el año 1202 publica su tratado 
“Liber Abaci” (Tratado del Ábaco) que contribuye al desarrollo de la aritmética y del álgebra en Europa 
occidental durante tres siglos. En dicho tratado afirma: “Es de esta forma, con estas nueve cifras, y con este 
signo 0, que recibe el nombre de zephirum en árabe, como se escriben todos los números que se quieran”. 
Casi desde el comienzo de la utilización de las cifras se sabía sumar y multiplicar, aunque algunos de los 
sistemas de numeración no lo permitieran o no fuera fácil como por ejemplo el romano. 
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Para la construcción del conjunto de los números naturales existen varios enfoques: 
 Axiomática de Peano en el siglo XIX: Los axiomas de Peano no se ocupan del significado de número 
natural, sino que lo suponen y buscan un sistema simple de axiomas que caractericen a los números 
naturales y que permitan deducir a partir de éstos todas sus propiedades. 
 Conjuntista: Mediante la noción de cardinal y la relación de coordinabilidad (Cantor, Frege, Rusell). 
PUNTO DE VISTA ALGEBRAICO: 
N es un semianillo abeliano con unidad, con la suma y el producto habituales, ordenado totalmente. 
Problema: En N solo podemos restar en caso de que el minuendo sea mayor que el sustraendo, es decir, la 
ecuación bax   con ba   no tiene solución, de ahí la necesidad de ampliar a otro conjunto que extienda 
el de los números naturales en el que exista solución a dicho problema. 
 LOS NÚMEROS ENTEROS 
En la vida real, el hombre se dio cuenta de la necesidad de expresar cantidades de magnitudes que 
presentaban un doble sentido: uno positivo y otro negativo. Los números negativos antiguamente conocidos 
cono números deudos o números absurdos, sirven para contar o medir una deuda. Se dan cuenta que el cero 
no mide ni una deuda ni una ganancia. 
Los números negativos surgen por la necesidad de restar cantidades. Los griegos ya realizaban esta 
operación, pero fueron los hindúes los que aportaron los números negativos como resultado de operaciones de 
medida en condiciones absurdas ( ba   si ba  ), presentan grandes dificultades para los humanos. En la obra 
de Brahmagupta (598-600) encontramos el primer tratado que consta donde se utilizan  las reglas numéricas 
acerca de los números positivos y negativos. 
La introducción de los números negativos en Europa la realiza el matemático francés Nicolas Chuquet que 
en su obra Triparty en la science des nombres, publicada en 1484, utiliza con habilidad el cero y los números 
negativos de origen hindú realizando las cuatro operaciones fundamentales (suma, resta, producto y división) 
con números enteros. 
Hubo que esperar al s. XIX para que Weierstrass diera la definición de números enteros como clases de 
pares de números naturales mediante una relación de equivalencia que permitía la resta de naturales: 
    cbdadcRba ,, , obteniendo así, todas las propiedades de números enteros para la suma y para 
el producto. 
PUNTO DE VISTA ALGEBRAICO: 
Es un anillo conmutativo con elemento unidad. Problema sin solución en Z: la ecuación bax  , con a no 
nulo no tiene solución si b no es múltiplo de a no. De ahí la necesidad de ampliar a un cuerpo que extienda a Z 
en el que dicha ecuación tenga solución. 
 LAS FRACCIONES Y LOS NÚMEROS RACIONALES 
Las fracciones eran conocidas desde la antigüedad, aunque al principio no eran consideradas como 
auténticos números, debido a que en muchas civilizaciones se consideraba a la unidad como un dios y no podía 
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ser dividido. Cuando se desarrolló la aritmética y el cálculo se vio que estaban sometidos a las mismas reglas 
que el resto de los números y por ello podían considerarse como tales. 
Los babilonios fueron los primeros en usar una notación racional para los números fraccionarios dividiendo 
la unidad en potencias sucesivas de 60. Los griegos intentaron elaborar una notación general no sólo para las 
fracciones unitarias pero tuvieron que abandonar el intento y adoptar la notación en base 60. 
La notación moderna de las fracciones se la debemos a los hindúes que con su notación posicional 
simbolizan las fracciones casi como nosotros. Esta notación fue adoptada por los árabes que introdujeron la 
barra horizontal para separar numerador y denominador.  
Cuando se descubren las fracciones decimales, se ve la necesidad de prolongar la notación hindú en el otro 
sentido (a la derecha de la coma). Así, podemos decir que todas las fracciones y los números enteros son un 
tipo particular de números: los que no poseen cifras significativas a la derecha de las unidades. Este tipo de 
fracciones se usaban en China, en la Arabia Medieval y en la Europa renacentista. En 1579 Viète proclama su 
decidido apoyo a estas fracciones. 
En 1585, Stevin solicitó una escala en base 10 para las fracciones como ya estaba para los enteros. Fue el 
primero en dar el paso hacia nuestra notación actual escribiendo los números decimales sin denominador, sino 
que encerraba en un círculo a continuación de cada dígito la potencia de 10 que debía llevar como divisor. 
Ejemplo:        3124190237941723   
Más tarde se simplificó la notación poniendo un círculo en la parte superior de las unidades 941723
o
. Este 
círculo se sustituyó por el punto situado entre las unidades y las décimas que existe en nuestros días. 
El primero que utilizó la coma  fue el holandés Snellius a comienzos del s. XVII. 
La definición formal de número racional se hizo a partir de la de número entero. Se definen como clases de 
pares de números enteros relacionados mediante una relación de equivalencia que permite realizar la división: 
    bcaddcRba ,,  y se define el número racional como 
b
a
r  . 
PUNTO DE VISTA ALGEBRAICO 
Existen dos razones para generalizar el concepto de número racional: 
a) El problema de la medida y su expresión numérica y dar así solución al problema de la división exacta 
en Z. Para representar una cantidad de medida, basta indicar el número”m” de unidades que contiene, 
y la especie de estas unidades “n” en que se divide el todo. Representaremos la fracción por nm / , 
siendo m el numerador y n el denominador. 
b) El conjunto de los racionales, Q, tiene estructura de cuerpo conmutativo, ordenado y arquimediano, el 
cuerpo de fracciones de Z. Sin embargo es incompleto: existen conjuntos no vacíos acotados 
superiormente cuyo supremo no pertenece a Q: El número 2  que es la diagonal de un cuadrado de 
lado 1 no está en este conjunto. Por ello necesitamos ampliar dicho cuerpo a otro que contenga 
solución a dicho problema. 
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EL NÚMERO REAL 
Desde el s. VI a.C. los griegos descubren que la diagonal de un cuadrado de lado uno no tiene medida, es 
decir, es inconmensurable. Fue así como descubrieron los que hoy llamamos números irracionales, aquellos 
que no son enteros ni racionales.  
Se admitió entonces la existencia de estos números siendo algunos ejemplos ,,10,5,2 3  . 
Estos números eran imprecisos porque los sistemas de numeración de la época no eran los más adecuados.  
Los europeos, beneficiándose del sistema posicional de base 10 hindú los definieron con precisión: “Esos 
números podían expresarse en forma decimal, siendo infinitas las cifras tras la coma, sin que se reprodujeran 
nunca en el mismo orden”. Esa era la diferencia con los números racionales. 
A lo largo del s. XIX se consiguió dar una definición formal de número real. Fue en 1872 cuando cinco 
matemáticos (Mèray, Weiirstrass, Heine, Cantor y Dedekind) dieron la definición formal de número real. 
Mèray define el límite de una sucesión como un número real y demuestra que toda sucesión de Cauchy es 
convergente. Weierstrass separó la definición de número real del concepto de límite y define los números 
irracionales de forma general como conjuntos de racionales. Heine y Cantor realizan trabajos similares. Un 
planteamiento distinto fue el desarrollado por Dedekind que definió los números reales por medio de 
cortaduras.  
Desde el punto de vista geométrica, el problema de la medida es el siguiente: Todo número racional puede 
representarse como punto en la recta, hay sin embargo, segmentos que no tienen medida, como por ejemplo 
2 , pues no contienen un número exacto de veces a otro de su misma especie adoptado como unidad.  
Por tanto, la extensión de Q a R también se ve motivada porque no siempre son posibles las operaciones 
inversas a la potenciación.  
Indicamos que IQR  , siendo una unión disjunta, admitiendo una representación gráfica en una recta 
continua (Axioma de Cantor). Esto indica su completitud. 
PUNTO DE VISTA ALGEBRAICO: 
Aunque R, con la suma y el producto habituales sea un cuerpo conmutativo con unidad, completo y 
arquimediano, y que contiene a Q, todavía tiene un problema sin solución: En R no podemos elevar un número 
negativo a un exponente fraccionario con denominador par, ni a un exponente irracional. En este conjunto la 
ecuación 012 x  no tiene solución. Por ello debemos ampliar dicho conjunto a otro en el que tenga 
solución dicho problema. 
EL NÚMERO COMPLEJO 
El concepto de número complejo no surge como una necesidad real de hombre para conocer y observar el 
universo, sino de una necesidad puramente algebraica, para la resolución de ecuaciones. El desarrollo de la 
Teoría de Números Complejos y la Teoría de Funciones Complejas tienen hoy en día numerosas aplicaciones en 
la Física y en la Ingeniería. 
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El primero en introducir los números complejos es Cardano. En 1545 publica en su obra, Ars Magna, cómo 
resolver los diferentes casos de las ecuaciones cúbicas. Como soluciones obtenía raíces cuadradas negativas 
que llamó sofisticas. En su época los números irracionales habían sido aceptados porque se podían aproximar 
por racionales, los enteros producían más dificultades, pero se encontraron con raíces cuadradas negativas al 
aplicar las fórmulas de Cardano - Tartaglia para la resolución de dichas ecuaciones cúbicas.  
Por ejemplo: Se planteó el siguiente problema: dividir un segmento de longitud 10 en dos trozos tales que 
el rectángulo cuyos lados tienen la longitud de esos trozos tenga área 40. Si los trozos miden   xyx 10 , 
la ecuación que plantea el problema es:   4010  xx . 
El propio Cardano admite que el problema no tiene solución, ya que el rectángulo de mayor área que se 
puede construir, un cuadrado, corresponde a la división del segmento en dos trozos iguales de longitud 5, y su 
área sería 25. Aplicando las fórmulas de las raíces de las ecuaciones cuadráticas, Cardano obtiene 155   y 
155   como longitudes de los segmentos. Afirma que dichas soluciones son imposibles, porque incluyen la 
raíz cuadrada de números negativos, sin embargo si se multiplican 
       401525155155155 22  , que es efectivamente el área buscada. Así se sabe 
que ambas expresiones son solución de la ecuación, pero a las expresiones de la forma 15 se les denomina 
“quantitas sophistica”. 
Bombelli (contemporáneo de Cardano) obtiene propiedades de los números complejos conjugados, 
aunque en ese momento no sirven de mucho. 
Algunos genios como Newton, Leibnitz y Descartes nunca los comprendieron. En 1637, Descartes en el 
apéndice La geometrie de su obra Discourse de la methode, afirma: 
“Ni las raíces verdaderas ni las falsas son siempre reales; a veces son imaginarias; es decir, mientras que uno 
puede imaginar tantas raíces de cada ecuación como grado haya asignado, no siempre hay una cantidad 
definida que corresponda a cada raíz imaginada.” 
Y con esta frase bautiza como imaginarias las expresiones que contienen raíces cuadradas de números 
negativos.  
Desde la época de Girad (1590-1633) ya se sabía que los números reales se pueden representar en 
correspondencia con los puntos de la recta. Wallis sugirió que los imaginarios puros se podían representar por 
puntos de una recta perpendicular al eje de los números reales. Pero la idea correcta de la representación 
geométrica de un número complejo biaz   en el plano cartesiano, fue descubierta por dos matemáticas en 
forma independiente, el danés Wessel y posteriormente el suizo Argand, en una obra publicada en 1806. A 
partir de ese momento dicha representación se conoce con el nombre de diagrama de Argand.  
El último paso del proceso lo dio Gauss quienes establecieron la correspondencia entre los números 
complejos y los puntos del plano, mediante una representación de los números complejos yix   en la que x 
es la coordenada sobre un eje cartesiano e y la coordenada sobre el eje perpendicular. Así, todas las 
operaciones con números complejos tienen su contrapartida geométrica en el plano. Carl F.Gauss demostró en 
su tesis doctoral de 1799 el Teorema fundamental del álgebra que dice que todo polinomio con coeficientes 
complejos tiene al menos una raíz compleja. 
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En 1777 Euler introduce el símbolo “i” al que llamo imaginario para representar 1   y le dio el mismo 
estatus de existencia que la los números reales, afirmando que no era ni mayor, ni menor, ni igual a ningún 
número real, definió las reglas de suma y multiplicación de este número que hoy conocemos, en particular la 
conocida expresión 12 i  y formuló la expresión 01ie  (donde aparecen los cinco números más 
importantes de la historia de las matemáticas). 
PUNTO DE VISTA ALGEBRAICO 
A partir de la forma binómica biaz  , siendo a, b números reales, se puede establecer el isomorfismo 
de grupos CR 2 . Así R es isomorfo a una de las partes de C (números complejos cuya parte imaginaria es 
nula). Las operaciones suma y producto que se pueden definir en C, lo dotan de estructura de cuerpo 
conmutativo y R-espacio vectorial (con el producto por escalares reales), aunque en C no es posible definir un 
orden total. 
Desde este momento se inicia un desarrollo sostenido de la Teoria de las Funciones Complejas, de la mano 
de grandes matemáticos como Hamilton y Cayley, quienes crearon los sistemas hipercomplejos, Cauchy, quien 
sienta las bases del cálculo diferencial e integral de las funciones complejas y finalmente el matemático alemán 
Riemann, quien demostró todo el poder que encierran los números complejos en el estudio de la geometría y 
amplio los horizontes de la matemática, creando una nueva ciencia llamada la Topología. 
ASPECTOS DIDÁCTICOS 
Es aconsejable que el alumno vea la imposibilidad de efectuar ciertas restas y la no exactitud de las 
divisiones dentro de N y ver así la necesidad de los números enteros y racionales. El alumno debe ver dentro de 
estos conjuntos la imposibilidad de calcular la diagonal de un cuadrado de lado uno y ver así la necesidad de 
ampliar a otro conjunto que es el de los números reales (racionales   irracionales). Se les indicará que 
,,2   son irracionales. 
Es importante que el alumno vea la imposibilidad de resolver ecuaciones del tipo 012 x  dentro de R y 
ver así la necesidad de los números complejos. ● 
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